
24 ISSN 1027-9636. Radio Physics and Radio Astronomy. Vol. 30, No. 1, 2025

DOI: https://doi.org/10.15407/rpra30.01.024
УДК 52-17:519.2
PACS 96.12.Kz:07.05.Tp:02.50.-r 

І.О. Дулова1, Н.В. Бондаренко1, 2

1 Інститут радіофізики та електроніки ім. О. Я. Усикова НАН України
 вул. Акад. Проскури, 12, м. Харків, 61085, Україна
2 Університет Каліфорнії – Санта Круз, м. Санта Круз, 95064, США
 E-mail: irina.dulv@gmail.com

ЛОКАЛЬНІ ПОХИБКИ ОБЧИСЛЕННЯ ВИСОТ РЕЛЬЄФУ 
ПОВЕРХНІ ПЛАНЕТИ, ВІДНОВЛЕНОГО ЗА ЗОБРАЖЕННЯМИ 
МЕТОДОМ УДОСКОНАЛЕНОЇ ФОТОКЛИНОМЕТРІЇ

Предмет і мета роботи. Відхилення висот рельєфу ділянки поверхні планети, обчисленого методом удосконаленої 
фотоклинометрії (МУФК) за набором зображень, від їх справжніх значень на малих просторових масштабах (менших 
за чверть розміру всієї ділянки) вивчаються шляхом комп’ютерного моделювання. Метою роботи є визначення та-
ких «локальних» похибок обчислення висот та нахилів поверхні з використанням зображень із різними відношеннями 
сигнал/шум (ВСШ). 

Методи та методологія. Метод удосконаленої фотоклинометрії застосовується для обчислення найімовірнішого 
рельєфу ділянки поверхні планети за її зображеннями. Вивчаються два підходи, які можна застосувати для реалізації 
методу: МУФК–Ф, що використовує оптимальну фільтрацію в області просторових частот за допомогою перетво-
рення Фур’є, та МУФК–Т, у якому метод скінченних різниць застосовується для розв’язання рівняння Пуассона.

Результати. Тестові експерименти з відновлення топографії поверхні за зображеннями методом удосконаленої 
фотоклинометрії показали, що розмір дрібномасштабних деталей рельєфу, які зберігають свою форму, буде тим 
більшим, що меншим є ВСШ початкових зображень. У разі реалізації обчислень методом МУФК–Т розмір найменших 
надійно відтворюваних за формою деталей перевищує у 4 рази (ВСШ  50) та у 5 разів (ВСШ  10) роздільну здатність 
початкових зображень G. У разі використання МУФК–Ф форми рельєфу зберігаються тільки починаючи з просторо-
вих масштабів 9G (ВСШ  50) та 17G (ВСШ  10). За МУФК–Т найбільша локальна похибка була характерною для 
найдрібніших об’єктів поверхні: 0.350 (ВСШ  1) та 0.170 (ВСШ  50), де 0 — середньоквадратичне відхилення висот 
моделі рельєфу. 

Висновки. Обчислення рельєфу поверхні методом удосконаленої фотоклинометрії за набором зображень із 
ВСШ   50 дозволяє надійно відтворити форму об’єктів, розмір яких  4G та  9G, з використанням МУФК–Т та 
МУФК–Ф відповідно. Для об’єктів, що мають розмір 8G…64G, локальна похибка обчислення висот досягала значень 
0.004 0 …0.070 (МУФКТ) та 0.010 …0.08 0 (МУФК–Ф). З метою вивчення найдрібніших об’єктів поверхні розміром 
4G…8G рельєф потрібно відновлювати методом скінченних різниць.
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Вступ
На сьогодні відомо багато методів отримання 
інформації про висоту поверхні, якими можна 
скористатись для обробки даних, одержаних з 
борту космічного апарата (КА). Кожен із мето-
дів має свої переваги та недоліки. Так, альтимет-
рія, тобто пряме зондування з борту КА, дозво-
ляє визначити висоту поверхні відносно центру 
мас космічного тіла. Вимірювання здійснюють-
ся вздовж лінії орбіти КА, тож на ній можна за-
безпечити досить високу щільність вимірювань. 
Однак відстані між орбітами бувають різними на 
різних ділянках, і для того, щоб забезпечити ви-
соке просторове розділення, необхідно виконати 
велику кількість прольотів КА. Альтиметрія ши-
роко використовується у дослідженнях планет-
них поверхонь (див., наприклад, [1—4]).

Серед непрямих методів визначення рельєфу 
найбільшої популярності набула фотограмметрія, 
або стереометрія. Цей метод використовує яви-
ще паралаксу, а саме зміну видимого положен-
ня об’єкта залежно від положення спостерігача. 
Фотограмметрія дає можливість визначати ви-
соти топографічних деталей, а просторова роз-
дільна здатність обчисленого рельєфу залежить 
від щільності помітних об’єктів на зображен-
нях. Наприклад, для поверхні Місяця з викорис-
танням фотограмметрії побудовано глобальний 
розподіл висот, що має роздільну здатність при-
близно 300 м [5], та майже 500 менших ділянок з 
роздільною здатністю близько 2 м [6].

Іншим популярним непрямим методом визна-
чення рельєфу є фотоклинометрія [7], яка вико-
ристовує залежність яскравості на зображенні 
поверхні від її нахилу. Рівень яскравості дозво-
ляє обчислити нахил поверхні у кожній точці 
ділянки. Висоти поверхні обчислюються шля-
хом інтегрування поля нахилів за відповідними 
контурами. Якщо використовується «ідеальне» 
зображення, не спотворене на шляху розповсю-
дження випромінювання та у процесі реєстрації 
рівня яскравості, то різниця висот у двох точках 
поверхні залишається незмінною, незважаючи на 
вибір шляху інтегрування. Такий «традиційний» 
варіант фотоклинометрії  [7] широко застосову-
вали на ранніх етапах дослідження планет [8—11].

Реальні експерименти з приймання та реєстра-
ції зображень на борту КА завжди супроводжу-

ються шумами різноманітної природи [12—14]. 
Наявність шумів призводить до того, що резуль-
тати інтегрування поля нахилів між двома точка-
ми поверхні відрізняються залежно від обраного 
контуру. Через це виникають труднощі у застосу-
ванні традиційної фотоклинометрії для обробки 
декількох зображень ділянки поверхні [15]. Ос-
таннім часом традиційна фотоклинометрія за-
стосовується разом із фотограмметрією [16—18], 
зокрема, для отримання топографії малих об’єк-
тів Сонячної системи [19—21].

На відміну від традиційної фотоклинометрії, 
метод удосконаленої фотоклинометрії (МУФК) 
дозволяє обчислити найімовірніший рельєф ді-
лянки поверхні за серією її зображень та враху-
вати випадкову шумову складову початкових да-
них [22, 23]. Подальший розвиток та особливості 
застосування методу МУФК викладено у робо-
тах [24—27]. Згодом МУФК було успішно засто-
совано у визначенні рельєфу ділянок поверхні 
Марса [28, 29] (з припущенням незмінних фото-
метричних властивостей усієї поверхні у межах 
цих ділянок) та Місяця [27, 30].

Початкові зображення для фотоклинометрії 
можна отримувати у будь-якому діапазоні дов-
жин хвиль, як для використання у її «традицій-
ному» варіанті [31, 32], так і для МУФК [23, 24]. 
Крім того, МУФК можна реалізувати з викорис-
танням додаткової інформації про рельєф, напри-
клад, фотограмметричних карт або вимірювань 
альтиметра з широкою або вузькою діаграмою 
направленості [26, 27].

Як було зазначено вище, для обчислення най-
імовірнішого рельєфу з використанням МУФК 
підходить будь-яка кількість початкових зобра-
жень [25], у тому числі, коли наявне тільки одне 
зображення [28]. Проте потрібно брати до уваги, 
що з метою зменшення похибок обчислення висот 
число зображень повинно бути якнайбільшим. 
Для надійного обчислення висот треба мати, 
як мінімум, два зображення. Для одночасного з 
рельєфом визначення фотометричних власти-
востей ділянки поверхні знадобиться мати до-
даткові зображення, щоб забезпечити можли-
вість визначення всіх параметрів фотометричної 
функції. Якщо ж існує ще більша кількість отри-
маних за різних умов освітлення зображень, усі 
вони будуть використані для підвищення точ-
ності результату відновлення [25, 33].
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Глобальні похибки відновлення висот поверх-
ні з використанням МУФК детально обговорю-
ються в роботі  [33]. Тут ми розглянемо оцінку 
похибок відновлення висот поверхні на дрібних 
просторових масштабах, тобто локальні похибки 
відновлення малих топографічних об’єктів. Буде 
виконано дослідження похибок залежно від зна-
чень відношення сигнал/шум (ВСШ) початкових 
зображень та від розмірів деталей рельєфу. Ха-
рактеристики дрібномасштабного рельєфу важли-
ві для вивчення текстури поверхонь, аналізу про-
цесів їх модифікації, а також стануть у пригоді для 
можливого подальшого освоєння цих планетних 
поверхонь. Дрібномасштабним ми вважатимемо 
такий рельєф, просторовий розмір деталей якого 
менший за чверть розміру ділянки поверхні, яка 
досліджується. Похибки обчислення висот на та-
ких масштабах називатимемо локальними. Буде 
досліджено два варіанти реалізації МУФК: із за-
стосуванням перетворення Фур’є (МУФК–Ф) та 
методу скінченних різниць (МУФК–Т). 

1. Варіанти реалізації 
методу МУФК та джерела 
виникнення похибок
Особливості застосування та реалізації методу 
МУФК можна знайти, наприклад, у [25—27, 30]. 
Тут, подібно до [33], ми обмежимося стислим ви-
кладом суті методу. Задача МУФК формулюється 
як пошук найімовірнішої функції H(x, y), тобто 
залежності висоти поверхні H від координат 
(x, y), за m наявними зображеннями Qj (x, y), де 
j  1, …, m. Для реалізації обчислень необхідно 
знати залежність рівня яскравості зображення 
елементарної ділянки поверхні від її нахилу від-
носно джерела освітлення та спостерігача, тоб-
то мати припущення стосовно фотометричної 
функції поверхні, що вивчається.

Задача МУФК розв’язується у першому набли-
женні, коли у ряді Тейлора для Qj (x, y) беруть до 
уваги тільки два перші члени:

0( , ) ( , ),j j jQ x y Q c t x y 
   (1)

де ( , )t x y


 — обчислене за зображеннями поле на-
хилів; jc  — векторна константа. Якщо F — перша 
похідна обраної фотометричної функції, а умови 
спостереження характеризуються кутами освіт-
лення, розсіювання та фазовим (j, j та j відпо-

відно), то jc  обчислюється як

( , , , ) ,j j j j t
c AF t     

   (2)

де А  —  альбедо, що залежить від властивостей 
матеріалу поверхні та її структурних особливос-
тей, менших за масштабом від просторової роз-
дільної здатності наявних зображень. 

Надалі, як і в [33], відхилення яскравості зо-
бражень Qj від їх постійних значень Q0j буде по-
значено як Jj : 

Jj (x, y)  Qj (x, y) – Q0 .  (3)

У загальному випадку обчислене поле нахилів 
( , )t x y


 відрізняється від фактичного поля нахи-
лів поверхні H на певну випадкову величину 

( , )x y


, яка обумовлена наявністю у початкових 
зображеннях випадкового шуму реєстрації:

( , ) ( , ) ( , ).H x y t x y x y  


Величини H(x, y) та ( , )x y


 розглядаються як 
реалізації стаціонарних гауссових процесів, що 
мають спектральну щільність ( )HI k


 та ( )I k


 

відповідно, де k


 — вектор просторової частоти. 
У першому варіанті реалізації (МУФК–Ф) опти-

мальна статистична оцінка кожної з фур’є-ком-
понент найімовірнішого рельєфу за формулою 
Байєса [34] обчислюється як [23]:

2

( )
( ) .

( ) ( ) ( )

j j
j

H j
j

i kc J k
H k

I k I k kc







  
      (4)

Відношення ( ) / ( )HI k I k

 

 — це величина, обер-
нена щодо ВСШ. У загальному випадку для різ-
них просторових частот k


 фур’є-образу почат-

кових зображень це відношення може бути різ-
ним. Хвиляста лінія означає фур’є-образ відпо-
відної функції.

Найімовірніший рельєф поверхні обчислюєть-
ся як обернене перетворення Фур’є від фур’є-об-
разу рельєфу  (4). Для реалізації МУФК–Ф по-
трібно, щоб розміри зображень дорівнювали 
степеню двійки, тоді є можливість застосуван-
ня алгоритму швидкого перетворення Фур’є для 
скорочення часу обчислень.

Другий варіант реалізації методу (МУФК–Т) 
застосовується без переходу до частотної площи-
ни. Коли апріорні відомості щодо статистики ре-
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льєфу відсутні [23, 27], обчислення виконуються 
у координатній площині. У цьому разі найімовір-
ніший рельєф поверхні можна знайти як розв’я-
зок рівняння Пуассона: 

( , ) ( , ).H x y t x y  


  (5)

Як і раніше, ( , )t x y


 — це найімовірніше поле 
нахилів, обчислене за початковими зображен-
нями. Його треба отримати перед використан-
ням (5), мінімізуючи функцію втрат [23, 25] для 
оцінки оптимального значення нахилу в кожній 
точці (x,  y) поверхні за всіма початковими зо-
браженнями, поданими у вигляді Jj (j  1, …, m), 
див. вираз (3). З цією метою можна застосувати 
будь-який прийнятний метод. У цій роботі за-
стосовано підхід, викладений у [25]. 

Для розв’язання рівняння Пуассона ми засто-
сували чисельний метод скінченних різниць з 
урахуванням граничної умови Неймана [35]:

( , ) ( , ),nCH x y t x y  


  (6)

де ( , )nt x y


 — нормальна похідна H(x, y) на межі 
C кадру.

Варіант реалізації МУФК–Т дозволяє оброб-
ляти зображення будь-якого розміру. Недолік 
цього варіанта полягає у тому, що обчислення 
зазвичай потребують багато часу.

Одним з основних джерел похибок МУФК є 
перше наближення у рівнянні (2), у рамках яко-
го розв’язано задачу оцінки найбільш імовірного 
рельєфу [23]. Урахування тільки першого набли-
ження призводить до систематичних похибок 
відновленого рельєфу [33]. У разі використання 
МУФК–Ф для відновлення рельєфу за єдиним 
зображенням систематичні похибки сягають 
96 % [28]. Крім того, похибки МУФК залежать від 
умов формування початкових зображень. Так, 
скінченні розміри початкових зображень у варі-
анті МУФК–Ф призводять до обмеження діапа-
зону фур’є-спектрів обчислюваних масивів, а у 
координатній площині на межах кадрів виника-
ють розриви, тому поблизу меж похибки обчис-
лення стають максимальними.

Похибки методу скінченних різниць (МСР), 
який використовується у рамках МУФК–Т, пря-
мо залежать від кроку дискретизації зображень і 
мають порядок O(х 2)  O(y 2), де x та y — 
розміри одного пікселя зображення на поверхні 

[36]. Якщо х  y, то похибка МСР матиме по-
рядок O(х 2). Отже, зменшення похибки МСР 
можна досягти шляхом зменшення кроку дис-
кретизації, що і було показано, наприклад, у [37]. 
Метод скінченних різниць широко застосовуєть-
ся для розв’язання рівняння Пуассона [37,  38]. 
Похибка обчислення аналітичних функцій у разі 
використання МСР не перевищує 1 % [38]. 

Поблизу меж кадру точність розв’язання рів-
няння Пуассона з використанням МСР залежить 
від вибраного варіанта обчислення граничних 
елементів. Якщо використовується лінійне на-
ближення для обчислення похідних на межах 
кадру (як у МУФК–Т), то похибки поблизу меж 
матимуть порядок O(х  2) або O(y  2) і знач-
но перевищуватимуть похибки всередині кадру 
[38, 39]. Зменшення похибок МУФК–Т можна 
досягти шляхом використання справжніх зна-
чень висот (граничні умови Діріхле [35]) замість 
граничних умов Неймана (6), якщо ці дані відомі.

Значущими джерелами можливих похибок у 
обчисленні рельєфу за фотоклинометрією є ви-
користання невідповідної фотометричної функ-
ції та помилки у визначенні умов спостереження. 
Різні об’єкти Сонячної системи потребують ви-
користання різних фотометричних функцій. Так, 
для вивчення поверхні Марса зазвичай застосо-
вують функцію Мінарта [40—42]. Для Місяця ві-
дома дискова функція Акімова  [22, 23], а більш 
сучасний підхід до фотометричних досліджень 
його поверхні обговорюється у [43]. Окрім цьо-
го, широкого застосування у вивченні поверхонь 
планет, супутників та астероїдів набула фотомет-
рична функція Хапке  [42,  44]. Обговорення за-
стосування різних фотометричних функцій для 
фотоклинометрії наведено у [42]. 

У роботі [14] показано, що похибка кута освіт-
лення на –10…10 призводить до похибки об-
численої глибини кратера 50…–30 %. Незначна 
похибка оцінки яскравості поверхні, величиною 
лише  0.6 %, призводить до переоцінки глибини 
на  30 %. Якщо використовувати для обчислень 
фотометричну функцію Хапке [42, 44], то нехту-
вання шорсткістю поверхні, просторовий розмір 
якої менший роздільної здатності початкових зо-
бражень, призводить до помилок оцінок глибин, 
що сягають 60 %. Наведені значення можливих 
похибок були розраховані за методом «традицій-
ної» фотоклинометрії [14]. 
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Коли ж МУФК–Ф використовується у віднов-
ленні поверхні за одним зображенням, похиб-
ка кута освітлення на –10…10° призводить до 
похибки оцінок висот у 60 …–28 %  [28]. Від-
новлення рельєфу поверхні Марса вказує на те, 
що залучення до обчислень закону розсіювання 
Ламберта [45] замість закону Мінарта [40—42], за 
яким формувалися тестові зображення, призво-
дить до помилки оцінки висот лише у 4 % [28]. З 
іншого боку, для поверхні Місяця використання 
закону Ламберта дає значно більші похибки, у се-
редньому майже 50 % [30].

Згідно з роботою [28], використання для від-
новлення рельєфу фотометричної функції, за 
якою формувались тестові зображення, призво-
дить до подібних за рівнем похибок незалежно 
від виду цієї функції. З огляду на це для дослі-
джень у поточній роботі ми використовували 
закон розсіювання Ламберта, що є найбільш 
простим для реалізації, але дозволяє отримати 
оцінку рівня похибок при використанні МУФК.

Варто зазначити, що в цій роботі, подібно до 
[33], ми припускаємо, що всі зображення, які ви-
користовуються, були суміщені. Тобто розбіж-
ності у положенні топографічного об’єкта між 
усіма знімками повинні бути не більшими за роз-
дільну здатність цих зображень. Великі розбіж-
ності між положенням одного й того ж об’єкта на 
різних зображеннях, що можуть виникати через 
процедуру реєстрації випромінювання, потріб-
но усунути на етапі попередньої обробки почат-
кових зображень. Якщо цього не зробити [33], то 

слід чекати на можливість виникнення артефак-
тів та / або спотворення форми об’єктів поверхні. 

Крім того, МУФК не враховує явище паралак-
су, тобто зміну видимого положення об’єкта за-
лежно від положення спостерігача. Це накладає 
додаткове обмеження на відбір зображень для 
обробки: потрібно віддавати перевагу зображен-
ням, в яких кут спостереження є близьким до 
нуля.

2. Тестові експерименти
Для оцінки локальних похибок обчислення ви-
сот було виконано серію комп’ютерних експери-
ментів з відновлення рельєфу ділянки поверхні 
за її зображеннями методом МУФК. Модель ре-
льєфу А (рис. 1, а) має розмір 512  512 пк. Під-
стильна поверхня для цього рельєфу — це реа-
лізація вінерівського випадкового процесу  [46], 
яка потім була модифікована кратерами. По-
дібний ландшафт є характерним для поверхонь 
планет земної групи. Якщо середньоквадратич-
не відхилення висот тестового рельєфу позна-
чити як 0, то його висоти змінюються у межах 
–3.59 0…2.09 0, а їх середнє значення дорівнює 
нулю. 

Другий варіант моделі рельєфу (рис. 1, б) — це 
штучний рельєф: плоска поверхня, вкрита па-
горбами і поглибленнями однакового діаметра, 
що мають симетричну форму та однакове най-
більше абсолютне відхилення висот від серед-
ньої висоти поверхні HF . Розмір ділянки моделі 
рельєфу Б становить 1024  1024 пк. Діаметр де-
талей D змінювався від 4 до 256 пк. Було розгля-
нуто декілька варіантів виразності такого рельє-
фу, тобто відношення t  HF /D набувало значень 
0.025, 0.224 та 0.432.

За кожною з цих двох моделей рельєфу (рис. 1) 
було сформовано набори з пар початкових зо-
бражень з кутом освітлення 50 для відновлен-
ня рельєфу методом МУФК (кут розсіювання 
дорівнював 0). У зображення додавали ви-
падковий шум із ВСШ, яке набувало значень 
1, 10, 50 та 100, що відображує різні стани при-
ймальної апаратури. Закон Ламберта  [45] було 
прийнято за фотометричну функцію цих повер-
хонь. Альбедо поверхні у межах ділянки вважали 
сталим, його значення дорівнювало 0.1. Кожна з 
пар зображень мала взаємно перпендикуляр-

Рис.  1. Цифрові моделі рельєфу, що використовували-
ся для експериментів: а  —  вкрита кратерами поверхня, 
подібна до поверхні планет земної групи, 512  512  пк 
(модель А); б — штучний рельєф, 1024  1024 пк, діаметр 
«пагорбів» і «заглиблень» становить 128 пк (модель Б)



29ISSN 1027-9636. Радiофiзика i радiоастрономiя. Т. 30, № 1, 2025

Локальні похибки обчислення висот рельєфу поверхні планети, відновленого за зображеннями...

ні напрямки освітлення. Також ми вважали, що 
роздільна здатність приймальної апаратури G 
дорівнювала 1 пк початкових зображень.

3. Локальні похибки
Тестові експерименти [33] показали, що рельєф, 
відновлений за зображеннями з використанням 
МУФК, завжди подібний до модельного. Ми до-
слідили, наскільки добре з точки зору топогра-
фічної форми відновлюються дрібні об’єкти та 
ділянки досліджуваної поверхні для різних ВСШ 
початкових зображень. Було обчислено коефіці-
єнти кореляції між відновленим з використан-
ням МУФК–Ф та МУФК–Т рельєфом та базовою 
моделлю поверхні А (рис. 1, а) для локальних ді-
лянок поверхні розміром W  W. Значення отри-
маних коефіцієнтів кореляції оцінювались вихо-
дячи з гіпотези про наявність (з імовірністю 0.95) 
кореляції між випадковими величинами, розмір 
вибірок яких становить W  W елементів, згід-
но з [47]. Після цього обчислювалась відносна 
площа поверхні, що відповідає додатній, від’єм-
ній кореляції та її відсутності з імовірністю 0.95 
(див.  табл. 1). Видно, що на найкоротших про-
сторових масштабах (W  3 пк) завжди є части-
на поверхні, що якимось чином відрізняється від 
моделі за формою. Так, за МУФК–Ф для ВСШ  1 
вона досягає майже 30 %, а за МУФК–Т — лише 
11 %. Частка такої поверхні (табл. 1) зменшується 
у разі збільшення ВСШ, а також у разі викорис-
тання варіанта МУФК–Т.

Найменш надійно відтворюється форма де-
талей, якщо ВСШ  1. Окрім місць, де не існує 
кореляції між рельєфом базової моделі та від-
новленим з використанням МУФК–Ф, є навіть 
ділянки, що виявляють надійну від’ємну кореля-
цію (див. табл. 1). На цих місцях замість опукло-
стей на відновленому рельєфі може бути увігну-
тість і навпаки, замість увігнутості — опуклість. 
З використанням МУФК–Ф форми рельєфу від-
творюються надійно тільки починаючи з W  9 пк 
для ВСШ  50, а також (ці дані не включено до 
табл.  1) W  17  пк для ВСШ  10 та W  128  пк 
для ВСШ  1. 

У разі використання МУФК–Т для ВСШ  1 то-
пографічна форма деталей буде надійно відтво-
рюватися на просторових масштабах W  9  пк. 
Якщо ВСШ  10 або ВСШ  50, то надійно від-

новлені деталі будуть дрібнішими: W   5  пк та 
W  4 пк відповідно. Це більше від розміру най-
менших деталей (2  пк), які можна розрізнити 
на зображеннях згідно з теоремою Котельнико-
ва [48]. Дані у табл. 1, що відповідають надійно-
му відтворенню топографічних форм, виділено 
сірим кольором.

Як було зазначено вище, ми вважаємо, що роз-
дільна здатність приймальної апаратури  G до-
рівнювала 1 пк (Gim) початкових зображень. При 
обробці реальних зображень у випадках, коли 
G  та  Gim не збігаються, для оцінок треба вико-
ристовувати більший просторовий розмір. 

Переріз дрібномасштабного рельєфу у величи-
нах 0 (тут і далі за текстом — середньоквадра-
тичне відхилення висот моделі рельєфу) уздовж 
профілю К–М (рис. 1, а) показано на рис. 2. Під 
дрібномасштабним рельєфом ми маємо на ува-
зі відхилення висот деталей поверхні dH віднос-
но великомасштабної топографії. Для того, щоб 
визначити великомасштабний розподіл висо-
ти, рельєф (як модельний, так і відновлений за 
вихідними зображеннями з ВСШ   1,  10  та  50) 
згладжувався у плаваючому вікні розміром 
61  61  пк. Значення dH (рис. 2) обчислювали-
ся як різниця між самим рельєфом та цим по-
передньо обчисленим «великомасштабним» ва-

Рис.  2. Переріз дрібномасштабного рельєфу  dH уздовж 
профілю К–М (рис. 1, а). Товстою сірою лінією показа-
но висоту дрібномасштабного рельєфу моделі А. Рельєф, 
відновлений з використанням МУФК–Ф (а) та МУФК–Т 
(б) за зображеннями з ВСШ  1, 10  та  50, позначено 
товстою, тонкою та переривчастою чорними лініями від-
повідно. L — довжина вздовж профілю К–М
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Таблиця 1. Відносна площа поверхні,  %, що відповідає наявності додатної (   0), від’ємної (   0) кореляції 
та її відсутності (  ≈ 0) між відновленим з використанням МУФК рельєфом та базовою моделлю А (рис. 1, а) 
з імовірністю 0.95, для локальних ділянок поверхні діаметром W та для різних ВСШ початкових зображень

W, пк 

Варіант реалізації МУФК-Ф Варіант реалізації МУФК-Т

ВСШ ВСШ

1 10 50 100 1 10 50 100

3   0 70.1 95.2 98.9 99.1 88.8 98.9 99.7 99.8
  0 0.6 – – – 0.1 – – –
 ≈ 0 29.3 4.8 1.1 0.9 11.1 1.1 0.3 0.2

4   0 84.0 98.3 99.7 99.7 96.3 99.8 100.0 100.0
  0 0.8 – – – – – – –
 ≈ 0 15.2 1.6 0.3 0.3 3.7 0.2 – –

5   0 89.8 99.2 99.8 99.8 98.8 100.0 100.0 100.0
  0 0.9 – – – – – – –
 ≈ 0 9.4 0.8 0.2 0.2 1.2 – – –

7   0 94.1 99.7 99.9 99.9 99.9 100.0 100.0 100.0
  0 1.0 – – – – – – –
 ≈ 0 4.9 0.3 0.1 0.1 0.1 – – –

9   0 95.5 99.8 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
  0 1.2 – – – – – – –
 ≈ 0 3.4 0.2 – – – – – –

ріантом. За варіантом реалізації МУФК–Т, як це 
видно на рис. 2, б, для всіх заданих значень ВСШ 
дрібномасштабний рельєф відновлюється точні-
ше, ніж з використанням МУФК–Ф. 

Для вивчення рівня похибок обчислення ви-
сот дрібних топографічних об’єктів на поверх-
ні було застосовано два підходи. Один із них (за 
моделлю рельєфу А) — це обчислення похибок у 
рамках обмежених ділянок. Так, за результатами 
відновлення модельного рельєфу обчислювалася 
середня похибка для ділянок, розмір W яких змі-
нювався від 4 до 128 пк. Було використано метод 
плаваючого вікна. На рис. 3 показано залежність 
отриманої у такий спосіб похибки висот  H та 
градієнта висоти  від розміру локальної ділян-
ки поверхні W. Результати, що відповідають від-
новленню рельєфу з використанням МУФК–Ф, 
позначено суцільними кривими, а за МУФК–Т — 
переривчастими. 

Видно, що H (рис. 3, а) монотонно зростає зі 
збільшенням розміру локальної ділянки. У разі 
використання МУФК–Т похибка H для найбіль-
ших локальних ділянок, що вивчалися, набу-
вала близьких за значеннями величин для всіх 
ВСШ початкових зображень, проте її значення 

виходили істотно різними для різних ВСШ на 
маленьких локальних ділянках. У разі викорис-
тання МУФК–Ф лінії залежності H від  W май-
же паралельні, тобто різниця між значеннями H 
для різних ВСШ практично не залежить від  W. 
Значення похибок обчислення градієнта висот 
 у разі використання МУФК–Т залишаються 
практично однаковими для ділянок розміром 
від 8 до 128 пк. 

Інший підхід до визначення локальних похи-
бок — відновлення штучного рельєфу моделі  Б 
(рис. 1, б), діаметр D деталей якого змінювався від 
4 до 256 пк. Обчислення виконувалось за МУФК–Т.

На рис. 4 показано залежність  H від роз-
міру об’єкта D моделі рельєфу  Б для ВСШ    1 
(рис. 4, а) і ВСШ  50 (рис. 4, б) та для варіантів 
виразності t, що дорівнюють 0.025, 0.224 та 0.432. 
Рівніша поверхня, з t  0.025 (рис. 4), характери-
зується точнішим відновленням форм топогра-
фічних об’єктів. 

Характер зміни H зі збільшенням розміру де-
талі  D (рис. 4) відрізняється від монотонного 
збільшення H зі збільшенням розміру ділянки W 
(рис. 3,  а). Найнижчі значення  H виходять для 
деталей розміром від 64 до 128 пк (для ВСШ  1, 
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рис. 4, а) та від 16 до 32 пк (для ВСШ  50, 
рис.  4,  б). Деталі діаметром  128  пк (ВСШ  1, 
рис. 4, а) та  32 пк (ВСШ  50, рис. 4, б) харак-
теризуються дещо більшими H. Для найдріб-
ніших деталей, у свою чергу, виходить досить 
неточне відновлення висот: H ≈ 0.35 (ВСШ  1, 
рис. 4, а) та H ≈ 0.175 (ВСШ  50, рис. 4, б). У цьо-
му разі локальна похибка обчислення висоти H 
набуває близьких значень для всіх t моделі рельє-
фу Б, як для ВСШ  1, так і для ВСШ  50 (рис. 4). 
Такі значення похибок значно перевищують по-
хибки для малих локальних ділянок моделі по-

верхні  А (рис.  3,  а), що пов’язано з особливос-
тями цього рельєфу. Якщо оцінити «виразність» 
поверхні моделі  А як відношення середньоква-
дратичних відхилень висот у межах локальних 
ділянок до розміру цих ділянок W, її значення 
дорівнюють 0.01…0.003 і є суттєво меншими за 
виразність t, показану на рис. 4. Значення H для 
об’єктів розміром D від 4 до 256 пк і для варіан-
тів виразності рельєфу t  0.025,  0.224 та 0.432 
(модель рельєфу Б), отримані з використанням 
початкових зображень із ВСШ  1, 10, 50 та 100, 
наведено у табл. 2. 

Рис. 3. Залежність похибки відновлення рельєфу (модель А, рис. 1, а) від розміру локаль-
ної ділянки W: а — похибка обчислення висот H (у величинах 0); б — похибка обчис-
лення нахилів поверхні . ВСШ початкових зображень дорівнюють: 1 (товста сіра лінія), 
10 (товста чорна лінія) та 50 (тонка чорна лінія). Суцільні лінії — обчислення з викорис-
танням МУФК–Ф, переривчасті — МУФК–Т 

Рис. 4. Варіант МУФК–Т (модель рельєфу Б, рис. 1, б) — залежність похибки обчислен-
ня висот H (у величинах 0) від розміру об’єкта D. Початкові зображення містять шум: 
а — ВСШ  1; б — ВСШ  50
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Ми також досліджували залежність значення 
похибки H від нахилів поверхні  (рис. 5). Видно, 
що найбільші значення H на рис. 5 пов’язані з ве-
ликими нахилами поверхні як для МУФК–Ф, так 
і МУФК–Т. Для МУФК–Ф також спостерігається 
збільшення значень похибки обчислення висо-
ти H на досить плоских ділянках. Це може бути 
результатом того, що найбільш плоскі ділянки 
моделі рельєфу поверхні знаходяться на днищах 
великих кратерів, глибина яких у разі МУФК–Ф 
відновлюється неточно, особливо для менших 
значень ВСШ (див.  рис. 2,  а). Досить низькі H 
для найкрутіших схилів пов’язані, швидше за все, 
з особливостями моделі рельєфу А: найкрутіші 
схили спостерігаються поблизу валу найбільшо-
го кратера. Висота цього валу суттєво менша за 
абсолютною величиною від його глибини.

На рис. 5, в, г також показано залежність по-
хибки H від лапласіана висоти модельного ре-
льєфу H. Значення  H визначають характер 
форм рельєфу: від’ємні значення відповідають 
опуклій, а додатні — увігнутій поверхні. Видно, 
що найбільші значення H виникають на опуклих 
поверхнях. На моделі рельєфу такими об’єктами 

можна вважати вали кратерів. Дещо підвищені 
значення H також спостерігаються для увігну-
тих об’єктів, власне, самих кратерів. 

4. Залежність похибки 
від умов спостереження
Різні умови спостережень та реєстрації зобра-
жень можуть обумовлювати різний рівень похиб-
ки висот, відновлених з використанням МУФК. 
Декілька прикладів, що ілюструють залежність 
похибки обчислення висот H від кута освітлен-
ня , показано на рис. 6. Обчислення виконува-
лись з використанням МУФКТ за моделями ре-
льєфу Б (рис. 1, б) та А (рис. 1, а) у припущенні, 
що ВСШ початкових зображень дорівнює  10. 
Було використано розміри деталей D, що дорів-
нюють 16 пк (рис. 6, а) та 128 пк (рис. 6, б); ви-
разність рельєфу t  0.025, 0.224 та 0.432. Для мо-
делі А середнє значення похибки H локальних 
ділянок поверхні розміром W  W наведено на 
рис. 6,  в. Значення W дорівнювало 8, 16, 32, 64 
та 128 пк. Середня виразність рельєфу моделі А 
на ділянках, що мають указані розміри, має зна-
чення 0.116, 0.096, 0.073, 0.051 та 0.033 відповід-

Таблиця 2. Похибки обчислення висот H (у величинах 0) для моделі поверхні Б (рис. 1, б), 
рельєф якої відновлено з використанням МУФК–Т, для деяких значень ВСШ початкових зображень, 
діаметрів об’єкта D та виразності цього об’єкта t

ВСШ
D, пк

4 8 16 32 64 128 256

t  0.025
1 0.3366 0.1791 0.0987 0.0550 0.0322 0.0257 0.0264

10 0.1672 0.0354 0.0062 0.0050 0.0144 0.0162 0.0166
50 0.1697 0.0378 0.0084 0.0063 0.0114 0.0148 0.0149

100 0.1703 0.0384 0.0089 0.0067 0.0110 0.0145 0.0146
t  0.224

1 0.3428 0.1818 0.1042 0.0631 0.0436 0.0396 0.0396
10 0.1424 0.0271 0.0266 0.0271 0.0324 0.0353 0.0353
50 0.1655 0.0414 0.0258 0.0262 0.0312 0.0350 0.0350

100 0.1704 0.0453 0.0269 0.0266 0.0310 0.0350 0.0350
t  0.432

1 0.3603 0.1976 0.1220 0.0875 0.0718 0.0722 0.0909
10 0.1366 0.0475 0.0508 0.0520 0.0656 0.0715 0.0938
50 0.1807 0.0662 0.0512 0.0508 0.0650 0.0717 0.0947

100 0.1896 0.0726 0.0548 0.0538 0.0650 0.0718 0.0949

П р и м і т к и: 0 – середньоквадратичне відхилення висот моделі рельєфу; t – відношення максимальної абсолютної 
висоти/глибини об’єкта (пагорба/поглиблення) до його діаметра.
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Рис. 5. Залежність похибки обчислення висот H (у величинах 0): а, б — від нахилів ; 
в, г — від лапласіана H модельного рельєфу (модель А, рис. 1, а). Відновлення викону-
валося за зображеннями з ВСШ  1, 10 та 50 з використанням  МУФК–Ф (а, в) і МУФК–Т 
(б, г)

Рис. 6. Залежність похибки обчислених висот H (у величинах 0) від кута падіння освітлення : а, б — для моделі 
рельєфу Б (рис. 1, б) з розмірами об’єктів D  16 пк (а) та  D  128 пк (б) , з різною виразністю рельєфу t; в — для мо-
делі рельєфу А (рис. 1, а), за умови W  8, 16, 32, 64 та 128 пк. Відновлення виконувалось із використанням МУФК–Т, 
початкові зображення мали ВСШ  10; 0 — середньоквадратичне відхилення висот відповідної моделі рельєфу
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но. Ця виразність обчислювалась як відношення 
розмаху висот на ділянці до її розміру W. Видно, 
що на більших просторових масштабах модельна 
поверхня А виглядає гладкішою. 

Найбільші значення H спостерігаються для 
кутів освітлення < 20. Зображення, зроблені за 
таких умов, найменш придатні для відновлення 
рельєфу методом МУФК. З іншого боку, коли  
набуває великих значень, виникає небезпека за-
тінення деяких ділянок поверхні на зображен-
нях. Діапазон , який цьому сприяє, позначено 
на рис. 6 сірими прямокутниками. Тіні на зобра-

женнях — це ділянки зображень, де інформація 
про поверхню відсутня, тобто мають місце роз-
риви функції освітленості (1). 

Як і раніше, для моделі рельєфу Б менші зна-
чення  H характерні для рівніших поверхонь. 
Оцінки  H для деталей різних розмірів (мо-
дель Б, рис. 1, б), коли кут освітлення початкових 
зображень  змінювався від 10 до 80, наведено 
у табл. 3. Більші значення H відповідають біль-
шим розмірам об’єктів (рис. 6, а, б), так само як 
і більшим розмірам W локальних ділянок моделі 
поверхні А (рис. 6, в). 

Таблиця 3. Похибка обчислення висот H (у величинах 0) відновленого за зображеннями 
рельєфу моделі поверхні Б (рис. 1, б) з ВСШ  10 за варіантом МУФК–Т для об’єктів діаметром D, 
з різною виразністю рельєфу t залежно від кута освітлення 

, 
D, пк

4 8 16 32 64 128 256

t  0.025
10 0.1675 0.0377 0.0148 0.0232 0.0196 0.0212 0.025
20 0.1672 0.0359 0.0086 0.0078 0.0156 0.0172 0.018
30 0.1672 0.0355 0.0069 0.0059 0.0147 0.0164 0.0168
40 0.1672 0.0354 0.0062 0.005 0.0144 0.0162 0.0166
50 0.1671 0.0354 0.0059 0.0046 0.0143 0.0161 0.0167
60 0.1671 0.0353 0.0057 0.0043 0.0142 0.0161 0.0168
70 0.1671 0.0353 0.0056 0.0042 0.0142 0.0161 0.0169
80 0.1671 0.0353 0.0056 0.0041 0.0142 0.0162 0.017

t  0.224
10 0.1756 0.1324 0.1412 0.1439 0.1244 0.1362 0.1831
20 0.1483 0.0598 0.063 0.0644 0.0629 0.0692 0.0944
30 0.1438 0.0378 0.0388 0.0396 0.0424 0.0465 0.0629
40 0.1424 0.0271 0.0266 0.0271 0.0324 0.0353 0.0462
50 0.1417 0.0206 0.0188 0.0191 0.0267 0.0289 0.0359
60 0.1414 0.0163 0.0132 0.0133 0.0232 0.0251 0.0291
70 0.1412 0.0135 0.0087 0.0086 0.0211 0.0229 0.0249
80 0.1411 0.0093 0.005 0.0046 0.02 0.0219 0.0232

t  0.432
10 0.2513 0.27 0.2879 0.295 0.2309 0.2525 0.3335
20 0.1595 0.1169 0.1253 0.129 0.1205 0.1331 0.1789
30 0.1422 0.0699 0.0748 0.0766 0.0835 0.092 0.1232
40 0.1366 0.0475 0.0508 0.052 0.0656 0.0715 0.0938
50 0.1341 0.0336 0.0359 0.0367 0.0556 0.0594 0.0753
60 0.1328 0.0235 0.0251 0.0255 0.0496 0.052 0.0628
70 0.1321 0.0156 0.0166 0.0167 0.046 0.0475 0.0544
80 0.1318 0.0093 0.0097 0.0094 0.0442 0.0453 0.0497

П р и м і т к и: 0 – середньоквадратичне відхилення висот моделі рельєфу; t  –  відношення максимальної висоти/
глибини об’єкта (пагорба/поглиблення) до його діаметра.
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Висновки
Тестові експерименти показали, що збережен-
ня форми дрібномасштабних деталей рельєфу, 
відновленого за зображеннями МУФК, істот-
но залежить від ВСШ початкових зображень. У 
разі використання варіанта реалізації МУФК–Т 
(розв’язання рівняння Пуассона методом скін-
ченних різниць) розмір найменших деталей, 
форма яких буде обчислена правильно, для 
ВСШ  50 дорівнює  4G, де G — роздільна здат-
ність початкових зображень. Якщо ВСШ  10 
або ВСШ  1, форма деталей буде надійно від-
творюватися на просторових масштабах  5G 
та  9G відповідно. У разі реалізації обчислень з 
використанням МУФК–Ф (розв’язання методом 
Фур’є) форми рельєфу відтворюються надійно 
тільки починаючи з просторових масштабів 9G 
(ВСШ  50), 17G (ВСШ  10) та 128G (ВСШ  1). З 
метою дослідження дрібних об’єктів для віднов-
лення рельєфу краще використовувати варіант 
МУФК–Т. 

Простежується стійка тенденція: у межах об-
роблюваної поверхні локальна похибка визна-
чення висот для ділянок меншого розміру вияв-
ляється меншою, ніж для ділянок більшого розмі-
ру. Наприклад, для ВСШ  50 у разі використання 

МУФК–Т локальна похибка відновлення висот 
для ділянок діаметром 4G становила 0.0040, а ді-
лянок діаметром 128G – 0.050, де 0 — середньо-
квадратичне відхилення висот моделі рельєфу. 
Подібне відбувалося і для МУФК–Ф: для ділянок 
діаметром 9G похибка досягла значення 0.010, а 
ділянок діаметром 128G – 0.080. 

Локальна похибка відновлення висот окремих 
об’єктів за МУФК–Т залежить від їх просторо-
вих розмірів. Найбільша похибка є характерною 
для найменших об’єктів, які тільки можна роз-
різнити на зображеннях. У цьому разі вона може 
досягати значень від 0.170 (ВСШ  50) до 0.350 
(ВСШ  1). Для деталей поверхні, що мають роз-
міри (16…32)G, локальні похибки обчислення 
висот набувають значень не більших за 0.050 
(для ВСШ    50). Рівніша поверхня характери-
зується точнішим відновленням топографічних 
об’єктів. Загалом, більші похибки відновлення 
висот пов’язані з великими нахилами поверхні, 
незалежно від того, який із двох варіантів реалі-
зації методу застосовувався. 

Отримані у цій роботі оцінки похибок висот 
окремих об’єктів та ділянок важливі для прак-
тичного застосування відновленого за МУФК ре-
льєфу реальних планетних поверхонь. 
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LOCAL HEIGHT CALCULATION ERRORS 
IN THE PLANET SURFACE RELIEF RETRIEVED FROM IMAGES 
BY THE IMPROVED PHOTOCLINOMETRY METHOD

Subject and Purpose. In this work, the planet surface area relief is calculated using the Improved Photoclinometry Method 
(IPCM) and starting from a set of source images. Height deviations from the true relief altitudes are studied by computer 
simulation at small spatial scales (smaller than a quarter of the area’s size). We seek to estimate these "local" errors in surface 
heights and slopes using source images with diff erent signal-to-noise ratios (SNRs). 

Methods and Methodology. Th e improved photoclinometry method calculates the most probable relief of a planet sur-
face area from its images. Two optional techniques implement this method. Th e IPCM-F technique employs the optimum 
Fourier-transform-based fi ltering in the spatial frequency domain. Th e IPCM-T uses the fi nite diff erence method to solve the 
Poisson equation.
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Results. Computer experiments on retrieving the surface topography from the source images have shown that the higher 
the signal-to-noise ratio (SNR) of the initial image, the smaller the size of small-scale features that are reliably reproduced in 
shape. In the calculations by the IPCM-T technique, the smallest reliably reproduced features are four times the initial image 
resolution G at SNR  50 and fi ve times at SNR  10. With the IPCM-F, the relief features are reliably reproduced starting from 
spatial scales 9G (SNR  50) and 17G (SNR  10). With the IPCM-T, the worst local height error characterizing the smallest 
reliably reproduced surface features is 0.350 (SNR  1) and 0.170 (SNR  50), where 0 is the root-mean-square deviation of 
the modeled relief height. For both IPCM implementations, larger topographic objects are characterized by local height errors 
0.010 to 0.080 (SNR  50). 

Conclusions. It has been shown that the surface topography retrieval by the improved photoclinometry method from a set 
of images with SNR  50 reliably reproduces shapes of size features  4G (IPCM-T) and  9G (IPCM-F). For 8G to 64G size 
features, the retrieved height local errors are 0.0040 to 0.070 (IPCM–T) and 0.010 to 0.080 (IPCM–F). To study smaller, 
4G to 8G  size features, the topography relief should be reconstructed using the IPCM-F upon the fi nite diff erence method.

Keywords: optimal fi ltering, height calculation error, planetary surface relief, photometry. 


